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（問題 2）

実数を成分にもつ行列 A =















a b

c d















と実数 r, sが下の条件 (i), (ii), (iii)を満たすとする。

(i) s > 1

(ii) A















r

1















= s















r

1















(iii) An















1

0















=















xn

yn















(n = 1, 2, · · · )とするとき， lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0

このとき，以下の問に答えよ。

(1) B =















1 r

0 1















−1

A















1 r

0 1















を a, c, r, sを用いて表せ。

(2) Bn















1

0















=















zn

wn















(n = 1, 2, · · · )とするとき， lim
n→∞

zn = lim
n→∞

wn = 0を示せ。

(3) c = 0かつ |a| < 1を示せ。

（東京大・理系）

(1)

- （行列は 2点の像で決まる）










































A

(

s

u

)

=

(

α

γ

)

かつ

A

(

t

v

)

=

(

β

δ

)

⇐⇒ A

(

s t

u v

)

=

(

α β

γ δ

)

- A

(

1

0

)

, A

(

r

1

)

を計算してから A

(

1 r

0 1

)

を求める。

• A =















a b

c d















であるから A















1

0















=















a

c















· · ·○1

• 条件 (ii)より A















r

1















=















sr

s















· · ·○2 である。
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• ○1 ○2 より

A















1 r

0 1















=















a sr

c s















であるから，両辺に左から















1 r

0 1















−1

を掛けて















1 r

0 1















−1

A















1 r

0 1















=















1 r

0 1















−1 













a sr

c s















ここで















1 r

0 1















−1

=















1 −r

0 1















であるから















1 r

0 1















−1

A















1 r

0 1















=















1 −r

0 1





























a sr

c s















=















a − cr 0

c s















• B =















1 r

0 1















−1

A















1 r

0 1















であるから， B =










a − cr 0

c s










(2)

- B = P−1APであるから

Bn
=

(

P−1AP
) (

P−1AP
)

· · ·
(

P−1AP
)

= P−1APP−1AP · · · P−1AP = P−1AA · · · AP = P−1AnPとなる。

• Bn
=















1 r

0 1















−1

An















1 r

0 1















であるから，Bn















1

0















=















1 r

0 1















−1

An















1 r

0 1





























1

0















ここで















1 r

0 1





























1

0















=















1

0















であるから，Bn















1

0















=















1 r

0 1















−1

An















1

0















である。

• An















1

0















=















xn

yn















であり，















1 r

0 1















−1

=















1 −r

0 1















であるから，















zn

wn















= Bn















1

0















=















1 −r

0 1





























xn

yn















=















xn − ryn

yn















である。

• 従って，zn = xn − ryn, wn = yn となるが，条件 (iii)より lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0であるか
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ら lim
n→∞

zn = lim
n→∞

wn = 0となる。

(3)

- (1)より Bは

(

p 0

c s

)

の形なので Cayley–Hamiltonの定理を用いて Bn が計算できる。

• (1)より B =















a − cr 0

c s















であるから，p = a− cr · · ·○1とおくと B =















p 0

c s















である。

• B















0

1















=















p 0

c s





























0

1















=















0

s















= s















0

1















となり，B















0

1















= s















0

1















つまり















0

1















に Bを 1回掛ける毎に















0

1















は s倍されるので，n回掛けると sn 倍され，

Bn















0

1















= sn















0

1















· · ·○2 となる。

- 上の議論で

(

0

1

)

が Bの固有ベクトルと分かったが，もうひとつ Bの固有ベクトルを見つける。そのため

に Cayley–Hamiltonの定理を利用する。

• tr B = p + s, det B = psであるから Cayley–Hamiltonの定理より

B2 − (p + s)B + psE = O

従って (B − pE)(B − sE) = Oとなるので

(B − pE)















p − s 0

c 0















= O

よって (B − pE)















p − s

c















=















0

0















となり B















p − s

c















− p















p − s

c















=















0

0















従って B















p − s

c















= p















p − s

c















•















p − s

c















に Bを 1回掛ける毎に p倍されるので，n回掛けると pn 倍される。よって
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Bn















p − s

c















= pn















p − s

c















· · ·○3

-
(

p − s

c

)

= (p − s)

(

1

0

)

+ c

(

0

1

)

であり，Bn

(

1

0

)

=

(

zn

wn

)

, Bn

(

0

1

)

= sn

(

0

1

)

となることを利用し

て Bn

(

p − s

c

)

を計算し ○3 の結果と比較する。

•
Bn















p − s

c















= Bn















(p − s)















1

0















+ c















0

1





























= (p − s)Bn















1

0















+ cBn















0

1















ここで Bn















1

0















=















zn

wn















であり，また ○2 より Bn















0

1















= sn















0

1















であるから

= (p − s)















zn

wn















+ csn















0

1















よって Bn















p − s

c















= (p − s)















zn

wn















+ csn















0

1















· · ·○4

• ○3 と ○4 より

pn















p − s

c















= (p − s)















zn

wn















+ csn















0

1















つまり















pn(p − s) = (p − s)zn

pnc = (p − s)wn + csn
· · ·○5

である。

- まず p , sを示して ○5 より pn
= zn を導く。

そのために，もし p = sなら B =

(

s 0

c s

)

となり，従って Bn
=

(

sn 0

nsn−1c sn

)

となることを示し，ここ

から矛盾を導く。

• もし p = sなら，B =















s 0

c s















=















s 0

0 s















+















0 0

c 0















= sE + c















0 0

1 0















• E と















0 0

1 0















は積が交換可能であって，















0 0

1 0















2

= Oであるから，二項展開を考え
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ると

Bn
=















sE + c















0 0

1 0





























n

= snE + nsn−1c















0 0

1 0















=















sn 0

nsn−1c sn















となる。

• そうすると Bn















1

0















=















sn 0

nsn−1c sn





























1

0















=















sn

nsn−1c















が，Bn















1

0















=















zn

wn















である

から，sn
= zn となる。しかし，仮定より s > 1であるから lim

n→∞
sn
= ∞となる。これは

(2)の結果 lim
n→∞

zn = 0に反して矛盾である。よって，p , sである。

- p , sを用いて ○5 を変形し ○3 と比較する。

• p , sであるから ○5 より

pn
= zn · · ·○6 pnc = (p − s)wn + csn · · ·○7

となる。ここで (2)の結果より lim
n→∞

zn = lim
n→∞

wn = 0である。

よって ○6 より lim
n→∞

pn
= 0 · · ·○8 となる。

• そうすると ○7 の両辺で n → ∞ とすると 0 = lim
n→∞

csn となる。ここで s > 1 であ

るから c = 0 でなければならない。実際，もし c > 0 なら lim
n→∞

csn
= ∞，c < 0 なら

lim
n→∞

csn
= −∞となってしまう。

• ○1 より p = a − crだが今 c = 0であるから p = aである。よって ○8 は lim
n→∞

an
= 0と

なる。従って，|a| < 1である。

• 以上で c = 0かつ |a| < 1が示された。


