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（問題 4）

f (x) =
ex

ex
+ 1

とおく。但し，eは自然対数の底とする。

(1) y = f (x)の増減，凹凸，漸近線を調べ，グラフを描け。

(2) f (x)の逆関数 f −1(x)を求めよ。

(3) lim
n→∞

n

{

f −1

(

1

n + 2

)

− f −1

(

1

n + 1

)}

を求めよ。

（九州大・理系）

(1)

- f ′(x), f ′′(x)を計算して増減表・凹凸表を作る。

• 商の微分公式より， f ′(x) =
ex(ex

+ 1) − exex

(ex
+ 1)2

=

ex

(ex
+ 1)2

よって，つねに f ′(x) > 0となり f (x)は単調増加である。

• f ′(x)を更に xで微分すると

f ′′(x) =
ex(ex

+ 1)2
− ex2(ex

+ 1)ex

(ex
+ 1)4

=

ex(1 − ex)

(ex
+ 1)3

よって，凹凸表は次の通り。

x 0

f ′′(x) + 0 −

f (x) ∪
1

2
∩

変曲点は，

(

0,
1

2

)

- 極限値 lim
x→∞

f (x), lim
x→−∞

f (x)を調べる。

• lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

ex

ex
+ 1

= lim
x→∞

1

1 +
1

ex

=

1

1 + 0
= 1

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ex

ex
+ 1

=

0

0 + 1
= 0

従って，x → ∞での漸近線は y = 1。x → −∞での漸近線は y = 0である。

• 以上より，グラフは次のようになる。
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x

y

1

2

1

O

(2)

- (1)より f (x)は単調増加で 1 : 1対応であるから逆関数をもつ。

- f の逆関数 f −1 とは f の逆の対応のことである。y = f (x) から逆に x を y で表せば x = f −1(y) となり，

y = f −1(x)から逆に xを yで表せば x = f (y)となる。つまり

y = f (x) ⇐⇒ x = f −1(y), y = f −1(x) ⇐⇒ x = f (y)

である。

- y =
ex

ex
+ 1

を逆に解いて xを yで表せば x = f −1(y)が得られる。

• y =
ex

ex
+ 1

· · ·○1 とすると，(1)より 0 < y < 1である。

• ○1 から xを逆に yで表す。(1 − y)ex
= yであるが，y , 1であるから ex

=

y

1 − y
よっ

て，x = log
y

1 − y
となり f −1(y) = log

y

1 − y
である。

• 変数を xに変えて， f−1(x) = log
x

1 − x
(0 < x < 1)

(3)

L = lim
n→∞

n

{

f −1

(

1

n + 2

)

− f −1

(

1

n + 1

)}

を求める。
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- f −1(x) = log
x

1 − x
に x =

1

n + 2
,

1

n + 1
を代入して式変形する。

• f −1

(

1

n + 2

)

= log

1

n + 2

1 −
1

n + 2

= log
1

n + 1

f −1

(

1

n + 1

)

= log

1

n + 1

1 −
1

n + 1

= log
1

n

• 従って

L = lim
n→∞

n

(

log
1

n + 1
− log

1

n

)

= lim
n→∞

n log
n

n + 1

eの定義式 lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= eが使えるように，真数の分母分子を nで割る

= lim
n→∞

n log
1

1 +
1

n

対数の n倍を真数の n乗にする

= lim
n→∞

log
1

(

1 +
1

n

)n

= log
1

e

= − log e

となり，L = −1 である。


