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Menelaosの定理 1

（Menelaosの定理）� �

一直線上に異なる３点 P，Q，Rがあるとする。３直線 ℓ, m, nはそれぞれ P，Q，Rを

通り，どの２つも平行でないとする。ℓと mの交点を C，mと nの交点を A，nと ℓの

交点を Bとする。このとき，次が成り立つ。
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Rは AB上に，Pは BC上に，Qは CA上にそれぞれあるので

−−→
BR = y

−−→
BA,

−→
BP = x

−−→
BC,

−−→
BQ =

−−→
BC +

−−→
CQ =

−−→
BC + z

−−→
CA · · ·○1

と書ける。一方，P，Q，Rは一直線上にあるので

−−→
RQ = k

−→
RP · · ·○2

と書ける。○2 を Bを始点とする位置ベクトルで書き直すと

−−→
BQ −

−−→
BR = k

(

−→
BP −

−−→
BR

)

ここへ ○1 を代入すると

−−→
BC + z

−−→
CA − y

−−→
BA = k

(

x
−−→
BC − y

−−→
BA

)

ここへ
−−→
CA =

−−→
BA −

−−→
BCを代入すると

−−→
BC + z

(

−−→
BA −

−−→
BC

)

− y
−−→
BA = k

(

x
−−→
BC − y

−−→
BA

)
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Menelaosの定理 2

つまり

(1 − z)
−−→
BC + (z − y)

−−→
BA = kx

−−→
BC − ky

−−→
BA

となる。ここで
−−→
BCと

−−→
BAは１次独立であるから

1 − z = kx, z − y = −ky

である。よって kを消去すると

(1 − z)y = −x(z − y) つまり y − yz − xy = −zx

この両辺に xyzを加えると

xyz − yz − y(x − 1) = xyz − zx

となるので，この辺々を因数分解すると

y(x − 1)(z − 1) = zx(y − 1)

となり，|y|
∣

∣

∣x − 1
∣

∣

∣

∣

∣

∣z − 1
∣

∣

∣ = |z| |x|
∣

∣

∣y − 1
∣

∣

∣ · · ·○3

ところで

−−→
BR = y

−−→
BA,

−→
BP = x

−−→
BC,

−−→
CQ = z

−−→
CA

であるから

−→
CP =

−→
BP −

−−→
BC = x

−−→
BC −

−−→
BC = (x − 1)BC

−−→
AR =

−−→
BR −

−−→
BA = y

−−→
BA −

−−→
BA = (y − 1)

−−→
BA

−−→
AQ =

−−→
CQ −

−−→
CA = z

−−→
CA −

−−→
CA = (z − 1)

−−→
CA

である。そうすると

BR · CP · AQ = |y|BA ·
∣

∣

∣x − 1
∣

∣

∣BC ·
∣

∣

∣z − 1
∣

∣

∣CA

CQ · BP · AR = |z|CA · |x|BC ·
∣

∣

∣y − 1
∣

∣

∣BA

ここで ○3 より，この両者の右辺は一致するので

BR · CP · AQ = CQ · BP · AR

となり，従って
BP

PC
·

CQ

QA
·

AR

RB
= 1であるから示された。


