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多項式の合同式 1

多項式の合同式

整数のときと同様に多項式についても合同式を考えることができる。 f (x), g(x), m(x)を

多項式とする。 f (x) − g(x)が m(x)で割り切れるとき， f (x)と g(x)は m(x)を法として合同

であるといい f (x) ≡ g(x) (mod m(x)) と書く。整数のときと同様に次の性質が成り立つ。

(1) f (x) ≡ f (x) (mod m(x))

(2) f (x) ≡ g(x) (mod m(x)) =⇒ g(x) ≡ f (x) (mod m(x))

(3)



















f (x) ≡ g(x) (mod m(x))

g(x) ≡ h(x) (mod m(x))
=⇒ f (x) ≡ h(x) (mod m(x))

(4) f (x) ≡ g(x) (mod m(x)) =⇒ f (x)n ≡ g(x)n (mod m(x)) (nは自然数)

(5) f (x) ≡ g(x) (mod m(x)) =⇒



















h(x) f (x) ≡ h(x)g(x) (mod m(x))

h(x) f (x) ≡ h(x)g(x) (mod h(x)m(x))

(6)



















f (x) ≡ g(x) (mod m(x))

h(x) ≡ k(x) (mod m(x))
=⇒



















f (x) + h(x) ≡ g(x) + k(x) (mod m(x))

f (x)h(x) ≡ g(x)k(x) (mod m(x))

更に， f (x) ≡ g(x) (mod m(x))ということは f (x)を m(x)で割った余りと g(x)を m(x)で割っ

た余りが等しいということを意味しているというのも整数の場合と同じである。従って f (x)

を m(x)で割った余りを r(x)とすると f (x) ≡ r(x) (mod m(x))となる。このことを利用して，

標準的な方法で漸化式を満たす数列を作ることができる。

例 m(x) = x2 − x − 1 とする。xn を m(x) で割った余りを pnx + qn とおくと，数列

{pn}，{qn}は

漸化式 : xn+2 = xn+1 + xn · · ·○1

初期条件 :















p0 = 0, p1 = 1
q0 = 1, q1 = 0

· · ·○2

を満たす。
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仮定より

xn+2 ≡ pn+2x + qn+2 (mod m(x))

xn+1 ≡ pn+1x + qn+1 (mod m(x))

xn ≡ pnx + qn (mod m(x))

である。よって

xn+2 − xn+1 − xn ≡ (pn+2 − pn+1 − pn)x + (qn+2 − qn+1 − qn) (mod m(x))

となる。ここで xn+2 − xn+1 − xn = xn(x2 − x − 1) = xnm(x) であるから xn+2 − xn+1 − xn ≡

0 (mod m(x))となることに注意すると

(pn+2 − pn+1 − pn)x + (qn+2 − qn+1 − qn) ≡ 0 (mod m(x))

である。これは (pn+2 − pn+1 − pn)x + (qn+2 − qn+1 − qn)が m(x)で割り切れるということを意

味しているが， (pn+2 − pn+1 − pn)x + (qn+2 − qn+1 − qn)は高々1次式であり，一方 m(x)は 2

次式であるから， (pn+2 − pn+1 − pn)x + (qn+2 − qn+1 − qn)は恒等的に 0でなければならない。

よって

pn+2 − pn+1 − pn = 0
qn+2 − qn+1 − qn = 0

となる。従って確かに数列 {pn}，{qn}は漸化式 ○1 を満たす。また，n = 0のとき xn = 1

であるから m(x)で割った余りは 0 · x + 1となり p0 = 0, q0 = 1である。一方 n = 1のとき

xn = xであるから m(x)で割った余りは 1 · x + 0となり p1 = 1, q1 = 0である。 //

例 xn+2 = xn+1 + xn, x0 = 0, x1 = 1で定まる数列 {xn}の第 n項を求めよ。

xn を x2 − x − 1で割った余りを pnx + qn とする。上の例より数列 {pn}は

漸化式 : pn+2 = pn+1 + pn

初期条件 : p0 = 0, p1 = 1

を満たす。漸化式と初期条件が与えられれば数列はただひとつに決まるので，この {pn}が

求めるべき数列である。

xn = (x2 − x − 1)g(x) + pnx + q · · ·○1
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とする。x2 − x − 1 = 0の 2解を α, βとし，○1 に代入すると

αn = pnα + q

βn = pnβ + q

となる。よって pn =
αn − βn

α − β
となる。以上で答えは xn =

αn − βn

α − β
である。 //

例
(1) xn − nx − 3が m(x) = x2 − x − 1で割り切れるような nは 5のみである。

(2) xn − 3x − nが m(x) = x2 − x − 1で割り切れるような nは存在しない。

xn を m(x) = x2 − x − 1で割った余りを pnx + qn とする。















pn+2 = pn+1 + pn · · ·○1

qn+2 = qn+1 + qn · · ·○2















p0 = 0, p1 = 1 · · ·○3

q0 = 1, q1 = 0 · · ·○4

(1) xn ≡ pnx + qn (mod m(x))であるから

xn − nx − 3 ≡ (pn − n)x + (qn − 3) (mod m(x))

である。よって xn − nx− 3が m(x)で割り切れるのは (pn − n)x+ (qn − 3) ≡ 0 (mod m(x))

となるときである。ここで (pn − n)x + (qn − 3)は高々1次式であり m(x)は 2次式であ

るから，恒等的に (pn − n)x + (qn − 3) = 0でなければならない。よって

pn = n · · ·○5

qn = 3 · · ·○6

となるような nをすべて求めればよい。 ○2 と ○4 より

n 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

qn 1 0 1 1 2 3 5 · · ·

である。{qn}は n >= 3のとき単調増加であるから n = 5のときのみ qn = 3となること

がわかる。一方 ○1 と ○3 より
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n 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

pn 0 1 1 2 3 5 8 · · ·

となるので n = 5のとき確かに pn = nも成り立つ。以上で n = 5である。

(2) (1)と同様に考えると

pn = 3 · · ·○5

qn = n · · ·○6

となるような nをすべて求めればよいことがわかる。上の表より，pn = 3となるのは

n = 4のときであるが，q4 = 2であるから n = 4のとき qn , nである。よって条件を

満たす nは存在しない //

［注］x2 − x − 1 = 0の 2解を α, βとする。xn − nx − 3 = (x2 − x − 1)g(x)へ，x = α, βを

代入すると αn − nα − 3 = 0, βn − nβ − 3 = 0である。つまり

αn = nα + 3 · · ·○1

βn = nβ + 3 · · ·○2

となる。○1 ×○2より αnβn = (nα + 3)(nβ + 3)つまり

(αβ)n = n2αβ + 3n(α + β) + 9

である。ここへ，解と係数の関係 α + β = 1, αβ = −1を代入して考えることで nを求める

こともできる。


