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期待値 1

期待値に関する公式

確率変数 注1 X の取り得る値を x1, x2, · · · , xn とし，X = xi となる確率を

pi = P(X = xi)

とするとき

E(X) =
n
∑

i=1

pixi

を X の期待値（平均）という。期待値の和・積に関する定理を示す。

(期待値の和の公式）２つの確率変数 X, Y に対し

E(X + Y) = E(X) + E(Y)

が成り立つ。

X の取り得る値を x1, x2, · · · , xn，Y の取り得る値を y1, y2, · · · , ym とすると X + Y の取

り得る値は xi + y j (i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m)となる。そこで X = xi かつ Y = y j となる

確率を P
(

X = xiかつ Y = y j

)

= pi j とおく。そうすると期待値の定義より

E(X + Y) =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

pi j(xi + y j)

=

n
∑

i=1

m
∑

j=1

pi jxi +

n
∑

i=1

m
∑

j=1

pi jy j

=

n
∑

i=1

















m
∑

j=1

pi j

















xi +

m
∑

j=1















n
∑

i=1

pi j















y j

となる。ここで X = xi となるのは

X = xi かつ Y = y1

X = xi かつ Y = y2

· · · · · · · · ·

X = xi かつ Y = ym

注1ある試行において，どの事象がおこるかによって X のとりうる値が定まるとき，Xを確率変数と言う。
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期待値 2

のいずれかのときであることに注意すると

m
∑

j=1

pi j

=

m
∑

j=1

P
(

X = xiかつ Y = y j

)

= P
(

X = xiかつ Y = y1
)

+ P
(

X = xiかつ Y = y2
)

+ · · ·

· · · + P
(

X = xiかつ Y = ym
)

= P (X = xi)

となる。同様に

n
∑

i=1

pi j = P
(

Y = y j

)

であるから

E(X + Y) =
n
∑

i=1

P (X = xi) xi +

m
∑

j=1

P
(

Y = y j

)

y j

= E(X) + E(Y)

となり示された。

（期待値の積の公式）２つの確率変数 X, Y が独立 注2 ならば

E(XY ) = E(X)E(Y)

が成り立つ。

X の取り得る値を x1, x2, · · · , xn，Y の取り得る値を y1, y2, · · · , ym とすると XY の取り

得る値は xiy j (i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m)となる。X, Y は独立であるから P(X = xi) =

pi, P(Y = y j) = q j とおくと

P(X = xiかつ Y = y j) = piq j

となる。よって期待値の定義から

E(XY) =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

(piq j)(xiy j)

注2確率変数 X, Y が独立であるとは，X, Y のとりうる値をそれぞれ x1, · · · , xn, y1, · · · , ym とするとき，すべ

ての i, jに対して P(X = xi かつ Y = y j) = P(X = xi)P(Y = y j)が成立つことである。
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期待値 3

=

n
∑

i=1

















m
∑

j=1

(piq j)(xiy j)

















=

n
∑

i=1

















pixi

m
∑

j=1

q jy j

















=

n
∑

i=1

(pixiE(Y))

=















n
∑

i=1

pixi















E(Y)

= E(X)E(Y)

となり示された。

［注］和の公式は X, Y が独立でないときも成立するが，積の公式は独立でないときは一

般には成立しない。


