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1 置換

n個の文字 {1, 2, 3, · · · , n}の置換全体の集合を S n と表す。

異なる 2つの文字の入れ換えを互換と言う。iと jを入れ換える互換を (i j)で表す。任意

の置換は，互換の積で表される。

［例］ σ =


1 2 3 4

3 4 2 1

は

(13)→ (24)→ (12)とすれば得られるので， σ = (12)(24)(13)と書く。

もちろん σ = (12)(12)(12)(24)(13)でもある。つまり，互換の積として表す方法は一意的

ではない。

任意の置換を互換の積に表すとき，その互換の個数は一定ではないが，その偶奇は一意

的に決まる。そのことを示すために，次を準備する。

（補題）� �

σ ∈ S n に対して f (σ) =
∏

i, j

σ(i) − σ( j)

i − j
とおく。但し，右辺の積は，異なるすべての

2つの文字 i, jの組み合わせに渡る積を表す。

このとき，σ, τ ∈ S n に対して f (στ) = f (σ) f (τ)が成り立つ。
� �

f (στ) =
∏

i, j

σ(τ(i)) − σ(τ( j))

i − j

=

∏

i, j

{
σ(τ(i)) − σ(τ( j))

τ(i) − τ( j)
×
τ(i) − τ( j)

i − j

}

=

∏

i, j

σ(τ(i)) − σ(τ( j))

τ(i) − τ( j)
×
∏

i, j

τ(i) − τ( j)

i − j

=

∏

i, j

σ(τ(i)) − σ(τ( j))

τ(i) − τ( j)
× f (τ)

ここで，i, jが異なるすべての 2文字の組み合わせを動くとき，τ(i), τ( j)もまた異なるすべ

ての 2文字の組み合わせを動くので
∏

i, j

σ(τ(i)) − σ(τ( j))

τ(i) − τ( j)
=

∏

i, j

σ(i) − σ( j)

i − j
= f (σ)とな

る。よって f (στ) = f (σ) f (τ)である。
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τが互換 τ = (pq)のとき τ(k) =



k (k , p, q)

p (k = q)

q (k = p)

であるから

f (τ) =
∏

i,p,q j,p,q

τ(i) − τ( j)

i − j
×
∏

i,p,q

τ(i) − τ(p)

i − p
×
∏

i,p,q

τ(i) − τ(q)

i − q
×
τ(p) − τ(q)

p − q

=

∏

i,p,q j,p,q

i − j

i − j
×
∏

i,p,q

i − q

i − p
·

i − p

i − q
×

q − p

p − q

= −1

となる。従って，補題より σが m個の互換の積で書けるとき f (σ) = (−1)m となる。そう

すると，σが偶数個の互換の積にも，奇数個の互換の積にも書けるとすると 1 = −1となっ

て矛盾である。よって，σを互換の積に書くとき，その個数の偶奇は σによって一意に決

まる。σが偶数個の互換の積に書けるとき偶置換，奇数個の互換の積に書けるとき奇置換

と呼ぶ。

（置換の符号）� �
σ ∈ S n に対して

sgn(σ) =


+1 （σが偶置換）

−1 （σが奇置換）

と定める。
� �
その定義から，sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ)である。

2 n次正方行列の det

（detの定義）� �
n次正方行列 A = (ai j)に対して

det A =
∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

と定義する。
� �

n次正方行列 Aの行と列を入れ換えたものを Aの転置行列と言って tAと表す。
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detは転置をとっても変わらないことを示そう。

（転置行列と det）� �
det(tA) = det A

� �

A = (ai j)，
tA = (bi j)とすると

det(tA) =
∑

σ∈S n

sgn(σ)b1σ(1)b2σ(2) · · · bnσ(n)

=

∑

σ∈S n

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n · · ·○1

σ =


1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

のとき σ−1
=


σ(1) σ(2) · · · σ(n)

1 2 · · · n

 である。

σ(1), σ(2), · · · , σ(n)が 1, 2, · · · , nとなるように並べかえると

σ−1
=


1 2 · · · n

σ−1(1) σ−1(2) · · · σ−1(n)

となる。

σ−1 は，σを作るための互換を逆に合成していけば作ることができるので，

sgn(σ−1) = sgn(σ)である。そして σが S n内をすべて動くとき，σ
−1も S n内をすべて動く。

よって，○1 において σ(1), σ(2), · · · , σ(n)が 1, 2, · · · , nとなるように並べかえると

det(tA) =
∑

σ∈S n

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n

=

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

=

∑

σ−1∈S n

sgn(σ−1)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

= det A

となり示された。

行列 Aの第 i行を ai，第 i列を
−→
ai と表す。

ai = (ai1, ai2, · · · , ain), A =



a1

a2

...

an


,

−→
ai =



a1i

a2i

...

ani


, A = (

−→
a 1,
−→
a 2, · · · ,

−→
a n)
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detの定義より多重線形性が分かる。

（detの多重線形性）� �

(1) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
a j +
−→
b j, · · · ,

−→
an

)

= det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
a j, · · · ,

−→
an

)
+ det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
b j, · · · ,

−→
an

)

(2) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · , c

−→
an, · · · ,

−→
an

)
= c det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an, · · · ,

−→
an

)

� �

(1) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
a j +
−→
b j, · · · ,

−→
an

)

=

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · (a jσ( j) + b jσ( j)) · · · anσ(n)

=

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · a jσ( j) · · · anσ(n) +

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · b jσ( j) · · · anσ(n)

= det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
a j, · · · ,

−→
an

)
+ det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
b j, · · · ,

−→
an

)

(2) det(
−→
a1,
−→
a2, · · · , c

−→
an, · · · ,

−→
an)

=

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · (ca jσ( j)) · · · anσ(n)

= c
∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · a jσ( j) · · · anσ(n)

更に，detの交代性が分かる。

（detの交代性）� �
τ ∈ S n とすると

det

(
−−→
aτ(1),

−−→
aτ(2), · · · ,

−−→
aτ(n)

)
= sgn(τ) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)

� �

det

(
−−→
aτ(1),

−−→
aτ(2), · · · ,

−−→
aτ(n)

)
=

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1στ(1)a2στ(2) · · · anστ(n)
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ここで，σが S n 内をすべて動くとき，ρ = στも S n 内をすべて動き sgn(ρ) = sgn(σ)sgn(τ)

となる。このとき，sgn(τ)sgn(ρ) = sgn(σ)であるから

det

(
−−→
aτ(1),

−−→
aτ(2), · · · ,

−−→
aτ(n)

)

=

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1στ(1)a2στ(2) · · · anστ(n)

=

∑

ρ∈S n

sgn(ρ)sgn(ρ)a1 ρ(1)a2 ρ(2) · · · an ρ(n)

= sgn(τ)
∑

ρ∈S n

sgn(ρ)a1 ρ(1)a2 ρ(2) · · · an ρ(n)

= sgn(τ) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)

特に，互換の符号は −1であるから，2つの列を入れ換えると detは −1倍される。

［注］ det(tA) = det Aであったから，転置してから列の多重線形性・交代性を用いた

後，再び転置すれば，行に対しても多重線形性・交代性が成り立つことが分かる。

［注］ detの交代性から，行列 Aが同じ列（或は行）を含むとき det A = 0であるこ

とが次のようにして分かる。

Aにおいて，第 i列
−→
ai と第 j列

−→
a j が同じで

−→
b であるとする。

det A = det

(
−→
a1, · · · ,

−→
b , · · · ,

−→
b , · · · ,

−→
an

)

= − det

(
−→
a1, · · · ,

−→
b , · · · ,

−→
b , · · · ,

−→
an

)
+

第 i列と第 j列を入れ換え

たので −がつく

= − det A

detの展開について調べるためにまず次を示す。
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（補題）� �

det



a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

0 a32 · · · a3n

...
... · · ·

...

0 an2 · · · ann



= a11 · det



a22 · · · a2n

a32 · · · a3n

... · · ·
...

an2 · · · ann



� �

det



a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

0 a32 · · · a3n

...
... · · ·

...

0 an2 · · · ann



=

∑

σ∈S n

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

において，σ(1) = 1となるとき以外はすべて

a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) = 0

である。そして，このような σは 2, 3, · · · , nなる n − 1文字の置換と見ることができ，そ

のときの符号は sgn(σ)と同じである。よって

det



a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

0 a32 · · · a3n

...
... · · ·

...

0 an2 · · · ann



=

∑
{
σ∈S n

∣∣∣∣∣ σ(1)=1

}
sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

= a11

∑
{
σ∈S n

∣∣∣∣∣ σ(1)=1

}
sgn(σ)a2σ(2) · · · anσ(n)

= a11

∑

σ∈S n−1

sgn(σ)a2σ(2) · · · anσ(n)

= a11 · det



a22 · · · a2n

a32 · · · a3n

... · · ·
...

an2 · · · ann


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多重線形性・交代性を利用して detの展開を示そう。

（detの第 j列に沿っての展開）� �

det



a11 · · · a1 j−1 a1 j a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 a2 j a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 a3 j a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 an j an j+1 · · · ann



= (−1)1+ ja1 j · det



a21 · · · a2 j−1 a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann



+ (−1)2+ ja2 j · det



a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann


+

· · · · · ·

+ (−1)n+ jan j · det



a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 a2 j+1 · · · a2n

...
...

...
...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j+1 · · · an−1 n



� �

まず，多重線形性より

det



a11 · · · a1 j−1 a1 j a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 a2 j a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 a3 j a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 an j an j+1 · · · ann


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= det



a11 · · · a1 j−1 a1 j a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 0 a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 0 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

an−1 1 · · · an−1 j−1 0 an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 0 an j+1 · · · ann



+ det



a11 · · · a1 j−1 0 a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 a2 j a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 0 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

an−1 1 · · · an−1 j−1 0 an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 0 an j+1 · · · ann



+

· · · · · ·

+ det



a11 · · · a1 j−1 0 a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 0 a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 0 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

an−1 1 · · · an−1 j−1 0 an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 an j an j+1 · · · ann



次に，交代性を用いて行・列を入れ換えると

det



a11 · · · a1 j−1 a1 j a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 a2 j a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 a3 j a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 an j an j+1 · · · ann



= (−1)(1−1)+( j−1) det



a1 j a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

0 a21 · · · a2 j−1 a2 j+1 · · · a2n

0 a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

0 an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j+1 · · · an−1 n

0 an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann


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+ (−1)(2−1)+( j−1) det



a2 j a21 · · · a2 j−1 a2 j+1 · · · a2n

0 a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

0 a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

0 an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j+1 · · · an−1 n

0 an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann



+

· · · · · ·

+ (−1)(n−1)+( j−1) det



an j an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann

0 a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

0 a21 · · · a2 j−1 a2 j+1 · · · a2n

0 a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

0 an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j+1 · · · an−1 n



最後に，(−1)(k−1)+( j−1)
= (−1)k+ j−2

= (−1)k+ j であることと，補題を用いると

det



a11 · · · a1 j−1 a1 j a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 a2 j a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 a3 j a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 an j an j+1 · · · ann



= (−1)1+ ja11 · det



a21 · · · a2 j−1 a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann



+ (−1)2+ ja2 j · det



a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j+1 · · · an−1 n

an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann



+

· · · · · ·
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+ (−1)n+ j det



a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 a2 j+1 · · · a2n

a31 · · · a3 j−1 a3 j+1 · · · a3n

...
...

...
...

an−1 1 · · · an−1 j−1 an−1 j+1 · · · an−1 n



となり示された。

［注］ もちろん，行に沿った展開も同様である。

3 余因子行列

n次正方行列 A =



a11 · · · a1 j−1 a1 j a1 j+1 · · · a1n

...
...

...

ai−1 1 · · · ai−1 j−1 ai−1 j ai−1 j+1 · · · ai−1 n

ai 1 · · · ai j−1 ai j ai j+1 · · · ain

ai+1 1 · · · ai+1 j−1 ai+1 j ai+1 j+1 · · · ai+1 n

...
...

...
...

...

an1 · · · an j−1 an j an j+1 · · · ann



において，第 i行，第 j

列を除いて作った n− 1次正方行列 A(i, j)
=



a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n

...
...

...

ai−1 1 · · · ai−1 j−1 ai−1 j+1 · · · ai−1 n

ai+1 1 · · · ai+1 j−1 ai+1 j+1 · · · ai+1 n

...
...

...
...

an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann



の detを

用いて Ai j = (−1)i+ j det(A(i, j))と定義し，これを Aの第 (i, j)余因子という。そうすると前に

見たように

det A = a1 jA1 j + a2 jA2 j + · · · + an jAn j

と，det Aを第 j列に沿って展開することができた。同様に，第 i行に沿って展開すること

もできる。

［例］ A =


a b

c d

のとき

A11 = (−1)1+1d = d, A12 = (−1)1+2c = −c, A21 = (−1)2+1b = −b, A22 = (−1)2+2a = a
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である。そして

det A = a11A11 + a12A12 = ad − bc det A = a11A11 + a21A21 = da − cb

さて，a1 jA1 j + a2 jA2 j + · · · + an jAn j = det Aであるが，

j , kのとき

a1kA1 j + a2kA2 j + · · · + ankAn j = 0

となることが次のようにして分かる。

j , kとし，A = (ai j)の第 j列を第 k列で置き換えたものを B = (bi j)とする。

A =



a11 · · · a1 j · · · a1k · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · an j · · · ank · · · ann


B =



a11 · · · a1k · · · a1k · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · ank · · · ank · · · ann



biℓ = aiℓ (ℓ , j), bi j = aik

Bの第 k列と第 j列は一致するので det B = 0である。また，Bから第 j列を取り除いたも

のは，Aから第 j列を取り除いたものと一致するので Bi j = Ai j である。よって，det Bを第

j列に沿って展開すると

0 = b1 jB1 j + b2 jB2 j + · · · + bn jBn j = a1kA1 j + a2kA2 j + · · · + ankAn j

となる。

Ã = t(Ai j)を Aの余因子行列と呼ぶ。

このとき，次が成り立つ。

（定理）� �

Ãを Aの余因子行列とすると，ÃA = (det A)E である。
� �
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実際，Ã = (ci j)とすると ci j = A ji で，ÃAの (i, j)成分 di j は

di j =

n∑

k=1

cikak j

=

n∑

k=1

Akiak j

= a1 jA1i + a2 jA2i + · · · + an jAni

=


det A (i = j)

0 (i , j)

4 Cayley–Hamiltonの定理

n次正方行列 Aに対して，ϕA(x) = det(xE − A)を Aの固有多項式という。

（Cayley–Hamiltonの定理）� �

Aを n次正方行列とする。ϕA(x) = xn
+ a1xn−1

+ · · · + an−1x + an を Aの固有多項式とす

ると ϕA(A) = Oである。
� �

det(xE − A) = ϕA(x)である。そこで xE − Aの余因子行列を B(x)とすると

B(x)(xE − A) = det(xE − A)E であるから

B(x)(xE − A) = ϕA(x)E

である。n次正方行列 B1, B2, · · · , Bn−1 を用いて

B(x) = xn−1E + B1xn−2
+ B2xn−3

+ · · · + Bn−2x + Bn−1

とおく。これを代入すると

(
xn−1E + B1xn−2

+ B2xn−3
+ · · · + Bn−2x + Bn−1

)
(xE − A) = ϕA(x)E

⇐⇒

xnE + (B1 − A)xn−1
+ (B2 − B1A)xn−2

+ · · · + (Bn−1 − Bn−2A)x − Bn−1A

= (xn
+ a1xn−1

+ · · · + an)E

⇐⇒
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(B1 − A − a1E)xn−1
+ (B2 − B1A − a2E)xn−2

+ · · ·

· · · + (Bn−1 − Bn−2A − an−1E)x − (Bn−1A + anE) = O

ここで，もし左辺の x j の係数行列が Oでないなら，左辺を計算したときどこかの成分に

x j を含む多項式が必ず現れることになり計算結果が Oであることに反する。よって，左辺

の係数行列はすべて Oである。よって

B1 − A = a1E, B2 − B1A = a2E, · · · Bn−1 − Bn−2A = an−1E, −Bn−1A = anE

この各々の辺々に An−1, An−2, · · · , E を掛けて加えると

(B1An−1 − An) + (B2An−2 − B1An−1) + · · · + (Bn−1A − Bn−2A2) − Bn−1A

= a1An−1
+ a2An−2

+ · · · + an−1A + anE

となるから，次々相殺して

−An
= a1An−1

+ a2An−2
+ · · · + an−1A + anE

つまり

An
+ a1An−1

+ a2An−2
+ · · · + an−1A + anE = O

となる。これは，ϕA(A) = Oを意味している。

5 detの乗法性

detの多重線形性と交代性を用いて，detの乗法性を示そう。

（detの乗法性）� �
det(AB) = det A det B

� �

A =

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)
とし，B =



b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

...
...

...

bn1 bn2 · · · bnn


とおく。

AB =

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

...
...

...

bn1 bn2 · · · bnn


=


n∑

i1=1

bi11

−→
ai1 ,

n∑

i2=1

bi22

−→
ai2 , · · · ,

n∑

in=1

binn

−→
ain

 である
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から，多重線形性より

det(AB) = det


n∑

i1=1

bi11

−→
ai1 ,

n∑

i2=1

bi22

−→
ai2 , · · · ,

n∑

in=1

binn

−→
ain



=

n∑

i1,i2,··· ,in=1

bi11bi22 · · · binn det

(
−→
ai1 ,
−→
ai2 , · · · ,

−→
ain

)

ここで，i1, i2, · · · , in は，それぞれ独立に 1, 2, · · · , n を動くが，これらの中にもし同じも

のがあれば det

(
−→
ai1 ,
−→
ai2 , · · · ,

−→
ain

)
= 0となるから，i1, i2, · · · , in が互いに異なるとき，つまり

(i1, i2, · · · , in)が (1, 2, · · · , n)の並べかえになっているようなあらゆる場合に和をとればよ

い。つまり 1, 2, · · · , nのすべての置換に渡って和をとればよい。

detの交代性より

det

(
−→
ai1 ,
−→
ai2 , · · · ,

−→
ain

)
= sgn


1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

 det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)

となる。よって

det(AB) =

n∑

i1,i2,··· ,in=1

bi11bi22 · · · binn det

(
−→
ai1 ,
−→
ai2 , · · · ,

−→
ain

)

=

∑

i1 , i2 , · · · , in は

1, 2, · · · , nの

並べかえ

bi11bi22 · · · binnsgn


1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

 det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)

=

∑

σ∈S n

bσ(1)1bσ(2)2 · · · bσ(n)nsgn(σ) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)

ここで，σ(1), σ(2), · · · , σ(n)が 1, 2, · · · , nとなるように並べかえると
∑

σ∈S n

bσ(1)1bσ(2)2 · · · bσ(n)n =

∑

σ−1∈S n

b1σ−1(1)b2σ−1(2) · · · bnσ−1(n)

である。そして sgn(σ−1) = sgn(σ)に注意すると

det(AB) =
∑

σ∈S n

bσ(1)1bσ(2)2 · · · bσ(n)nsgn(σ) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)

=

∑

σ−1∈S n

sgn(σ−1)b1σ−1(1)b2σ(2)−1(2) · · · bnσ−1(n) det

(
−→
a1,
−→
a2, · · · ,

−→
an

)

= det B det A

= det A det B + detは数なので可換
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6 逆行列

detの乗法性と余因子行列を利用して，逆行列の存在条件を求めよう。

AB = BA = Eとなるとき，Bを Aの逆行列と言う。逆行列は存在するなら一意的である。

実際，B, Cを Aの逆行列とすると

BAC = (BA)C = EC = C, BAC = B(AC) = BE = B

であるから，C = BAC = Bとなる。そこで Aの逆行列を A−1 で表す。

（逆行列の存在条件）� �

次の 2条件は同値である。

(1) A−1 が存在する。

(2) det A , 0である。
� �

(1) =⇒ (2)

A−1A = E であるから，detの乗法性から

det
(
A−1
)

det A = det
(
A−1A

)
= det E = 1

となるので det A , 0である。

(2) =⇒ (1)

Ãを Aの余因子行列とすると ÃA = (det A)E である。det A , 0であるから B =
1

det A
Ã

とおくと BA = E · · ·○1となる。

また，det
(

tA
)
= det A , 0 であるから det

(
tA
)
, 0 である。 t̃A tA = det

(
tA
)

E であ

るから，C =
1

det ( tA)
(̃ tA) とおくと C tA = E である。よって t

(
C tA
)
=

tE となるが，

t
(
C tA
)
= A tC，tE = E であるから D = tC とおけば AD = E · · ·○2となる。 ○1 ○2 より

BAD = (BA)D = ED = D, BAD = B(AD) = BE = B

よって D = Bで BA = AB = E であるから A−1 が存在して A−1
= B =

1

det A
Ãである。

［注］ 行と列の入れ替えを 2回行なうと元に戻るから，t
(

tA
)
= Aである。

また，A = (ai j), B = (bi j)のとき，（
t(AB)の (i, j)成分）=（ABの ( j, i)成分）=

n∑

k=1

a jkbki
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である。一方

（tB tAの (i, j)成分）

=

n∑

k=1

（tBの (i, k)成分）·（tAの (k, j)成分）

=

n∑

k=1

（Bの (k, i)成分）·（Aの ( j, k)成分）

=

n∑

k=1

bkia jk =

n∑

k=1

a jkbki

であるから（t(AB)の (i, j)成分）=（tB tAの (i, j)成分）となるので t(AB) = tB tAである。

7 Cramerの公式

Aの第 (i, j)余因子を Ai j とするとき，Aの余因子行列は Ã = t
(
Ai j

)
であった。

A−1 が存在するとき，A−1
=

1

det A
Ãであることが分かったので，これを用いて Cramer

の公式を示そう。

A =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann


,
−→
x =



x1

x2

...

xn


,
−→
b =



b1

b2

...

bn



とするとき，(x1, x2, · · · , xn)に関する連立 1次方程式

A
−→
x =
−→
b

において，A−1 が存在するとき，これの解は
−→
x = A−1

−→
b =

1

det A
Ã
−→
b で与えられるから



x1

x2

...

xn


=

1

det A



A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

...

A1n A2n · · · Ann





b1

b2

...

bn


=

1

det A



A11b1 + A21b2 + · · · + An1bn

A12b1 + A22b2 + · · · + An2bn

...

A1nb1 + A2nb2 + · · · + Annbn



ここで，x j =
A1 jb1 + A2 jb2 + · · · + An jbn

det A
の分子は Aの第 j列を

−→
b で置き換えた行列の det

の
−→
b に沿った展開に他ならない。よって，次を得た。
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（Cramerの公式）� �

(x1, x2, · · · , xn)に関する連立 1次方程式



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann





x1

x2

...

xn


=



b1

b2

...

bn


の解は

x j =

det



a11 · · · a1 j−1 b1 a1 j+1 · · · a1n

a21 · · · a2 j−1 b2 a2 j+1 · · · a2n

...
...

...
...

an1 · · · an j−1 bn an j+1 ann



det



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann



( j = 1, 2, · · · , n)

� �


