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積分型の Taylorの定理 1

（積分型の Taylorの定理）� �

nを自然数とする。 f (n)(x)が a <
=

x <
=

bで連続のとき

f (b) =
n−1
∑

k=0

f (k)(a)
k!

(b − a)k
+

∫ b

a

(b − t)n−1

(n − 1)!
f (n)(t) dt

� �

部分積分を繰返し用いる。

f (b) − f (a)

=

∫ b

a
f ′(t) dt

=

∫ b

a
{−(b − t)}′ f ′(t) dt

=

[

−(b − t) f ′(t)

]b

a

+

∫ b

a
(b − t) f ′′(t) dt

= (b − a) f ′(a) +
∫ b

a

{

−
(b − t)2

2

}′

f ′′(t) dt

= (b − a) f ′(a) +

[

−
(b − t)2

2
· f ′′(t)

]b

a

+

∫ b

a

(b − t)2

2
f (3)(t) dt

= (b − a) f ′(a) +
(b − a)2

2
· f ′′(a) +

∫ b

a

{

−
(b − t)3

3!

}′

f (3)(t) dt

· · · · · · · · ·

= (b − a) f ′(a) +
(b − a)2

2
· f ′′(a) +

(b − a)3

3!
· f (3)(a) + · · ·

· · · +
(b − a)n−2

(n − 2)!
f (n−2)(a) +

∫ b

a

(b − t)n−2

(n − 2)!
f (n−1)(t) dt

= (b − a) f ′(a) +
(b − a)2

2
· f ′′(a) +

(b − a)3

3!
· f (3)(a) + · · ·

· · · +
(b − a)n−2

(n − 2)!
f (n−2)(a) +

∫ b

a

(b − t)n−2

(n − 2)!
f (n−1)(t) dt

= (b − a) f ′(a) +
(b − a)2

2
· f ′′(a) +

(b − a)3

3!
· f (3)(a) + · · ·

· · · +
(b − a)n−2

(n − 2)!
f (n−2)(a) +

∫ b

a

(b − t)n−2

(n − 2)!
f (n−1)(t) dt

= (b − a) f ′(a) +
(b − a)2

2
· f ′′(a) +

(b − a)3

3!
· f (3)(a) + · · ·
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· · · +
(b − a)n−2

(n − 2)!
f (n−2)(a) +

∫ b

a

{

−
(b − t)n−1

(n − 1)!

}′

f (n−1)(t) dt

= (b − a) f ′(a) +
(b − a)2

2
· f ′′(a) +

(b − a)3

3!
· f (3)(a) + · · ·

· · · +
(b − a)n−2

(n − 2)!
f (n−2)(a) +

[

−
(b − t)n−1

(n − 1)!
f (n−1)(t)

]b

a

+

∫ b

a

(b − t)n−1

(n − 1)!
f (n)(t) dt

= (b − a) f ′(a) +
(b − a)2

2
· f ′′(a) +

(b − a)3

3!
· f (3)(a) + · · ·

· · · +
(b − a)n−2

(n − 2)!
f (n−2)(a) +

(b − a)n−1

(n − 1)!
f (n−1)(a) +

∫ b

a

(b − t)n−1

(n − 1)!
f (n)(t) dt

上の定理は b <
=

aのときもそのまま成り立つ。

bを xに置き換えると

f (x) =
n−1
∑

k=0

f (k)(a)
k!

(x − a)k
+

∫ x

a

(x − t)n−1

(n − 1)!
f (n)(t) dt

［例］ f (x) = ex
, a = 0とすると， f (k)(x) = ex

, f (k)(0) = 1であるから

ex
= 1 +

x
1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · +

x(n−1)

(n − 1)!
+ Rn

但し Rn =

∫ x

0

(x − t)n−1

(n − 1)!
et dt

ここで，x >
=

0のとき

0 <
=

Rn =

∫ x

0

(x − t)n−1

(n − 1)!
et dt

<
=

∫ x

0

xn−1

(n − 1)!
ex dt ☞ 0 <

=
t <
=

xに注意

=

xn−1

(n − 1)!
ex

∫ x

0
dt =

xn

(n − 1)!
ex

そして lim
n→∞

xn

(n − 1)!
ex
= 0であるから lim

n→∞
Rn = 0となる。
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一方，x <
=

0のときは Rn = −

∫ 0

x

(x − t)n−1

(n − 1)!
et dtにおいて

0 <
=

∣

∣

∣Rn

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 0

x

(x − t)n−1

(n − 1)!
et dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
=

∫ 0

x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(x − t)n−1

(n − 1)!
et

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dt ☞ x <
=

t <
=

0より |x − t | <
=
|x| , et <

=
e|x|

<
=

∫ 0

x

|x|n−1

(n − 1)!
e|x| dt

=

|x|n−1

(n − 1)!
e|x|
∫ 0

x
dt ☞ x <

=
0より −x = |x|

=

|x|n

(n − 1)!
e|x| → 0 (n→ ∞)

従って，xによらずつねに lim
n→∞

Rn = 0となり

ex
= 1 +

x
1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · +

xn

n!
+ · · ·

である。


