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Leibnizの定理 1

Leibnizの定理

積の n階微分の公式である Leibnizの定理を証明しよう。これは２項定理の証明と全く
同様の方法で示される。

（Leibnizの定理）� �

f (n)(x), g(n)(x)が存在するとき

{

f (x)g(x)
}(n)

=

n
∑

k=0

nCk f (k)(x)g(n−k)(x)

� �

nに関する数学的帰納法で示す。

n = 1のときは，積の微分公式より正しい。
n = mのとき正しいと仮定して，n = m + 1のときに考える。

帰納法の仮定から
{

f (x)g(x)
}(m)

=

m
∑

k=0

mCk f (k)(x)g(m−k)(x) であるから，この両辺を x で微

分すると

{

f (x)g(x)
}(m+1)

=

m
∑

k=0

mCk

{

f (k)(x)g(m−k)(x)
}

′

=

m
∑

k=0

mCk

{

f (k+1)(x)g(m−k)(x) + f (k)(x)g(m−k+1)(x)
}

=

m
∑

k=0

mCk f (k+1)(x)g(m−k)(x) +
m
∑

k=0

mCk f (k)(x)g(m−k+1)(x)

=

{

mC0 f (1)(x)g(m)(x) + mC1 f (2)(x)g(m−1)(x) + · · · + mCm−1 f (m)(x)g(1)(x) + mCm f (m+1)(x)g(x)
}

+

{

mC0 f (x)g(m+1)(x) + mC1 f (1)(x)g(m)(x) + · · · + mCm−1 f (m−1)(x)g(2)(x) + mCm f (m)(x)g(1)(x)
}

= mC0 f (x)g(m+1)(x) + (mC0 + mC1) f (1)(x)g(m)(x) + (mC1 + mC2) f (2)(x)g(m−1)(x) + · · ·

· · · · · · + (mCm−1 + mCm) f (m)(x)g(1)(x) + mCm f (m+1)(x)g(x)

= f (x)g(m+1)(x) +
m
∑

k=1

(mCk−1 + mCk) f (k)(x)g(m−k+1)(x) + f (m+1)(x)g(x)
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Leibnizの定理 2

ここで

mCk−1 + mCk = m+1Ck
注1

である。また m+1C0 = m+1Cm+1 = 1である。よって

{

f (x)g(x)
}(m+1)

= f (x)g(m+1)(x) +
m
∑

k=1

m+1Ck f (k)(x)g(m−k+1)(x) + f (m+1)(x)g(x)

=

m+1
∑

k=0

m+1Ck f (k)(x)g(m−k+1)(x)

となり，n = m + 1のときも正しくなる。従って，帰納法によって示された。

注1m + 1から k人を選ぶとき，Aさんを含む選び方は，Aさん以外の m人から残りの k − 1人を選べばよい

ので mCk−1 通りある。また，Aさんを含まない選び方は k 人とも Aさん以外の mから選べばよいので mCk

通りある。よって m+1Ck = mCk−1 + mCk である。


